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Resumen

Se analizaron secuencias aleatorias donde se debi6 tener en cuenta la estabilidad de las frecuencias
relativas. Se puso en evidencia el heuristico de representatividad. Se utilizaron dos planteos de situaciones
abiertas, donde se solicito al entrevistado que realizara una estimacion de probabilidades y que justificara su
respuesta. En el primero, dicha indagacion se efectud al comparar proporciones de dos muestras de diferente
tamario, en el segundo, esta nocion se expreso a través de la estabilidad de las frecuencias relativas en series
de repeticiones de experiencias aleatorias. Se administraron los reactivos a doscientos siete estudiantes
ingresantes a la Universidad. Las respuestas se categorizaron teniendo en cuenta la comprension cognitiva
alcanzada. Ademas se realizo un agrupamiento posterior de las mismas, en Correctas e Incorrectas para
ambos reactivos, encontrandose asociacion entre ellos.
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Abstract

Random sequences, where stability in the relative frequencies had to be taken into account, were
analyzed. The heuristics of representation was proved. Two different examples of open situations, where
each interviewee was asked to make an estimate of probabilities and a justification for his answer were
presented. In the first one, the enquiry was proved when comparing proportions of two samples of different
size; in the second situation this notion expressed through the stability of the relative frequencies in series
of repetitions of random experiences. Two hundred and seven students being admitted to university were
given the devices. Their answers were categorized taking into account the level of cognitive comprehension
achieved. The answers were grouped in different categories Correct and Incorrect for both devices as well,
and a connection between them was found.
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En el area del razonamiento probabilistico es frecuente destacar la importancia de la forma-
cion en probabilidades y estadistica, dada la incidencia que tienen estos conocimientos en la com-
prension de situaciones basadas en la incertidumbre y que atraviesan distintos campos cognitivos.
En el ambito cientifico se han priorizado los enfoques deterministas y las explicaciones en torno de
causas y efectos.

Existen antecedentes en investigaciones sobre aprendizaje de nociones probabilisticas en
la ensefianza secundaria vinculadas a situaciones en las que interviene el azar, en las que se estiman
probabilidades, encontrandose dificultades para alcanzar un aprendizaje significativo en temas de
interpretacion, estimacion y calculo de probabilidades de sucesos (Batanero, 2000; Konold, 1991;
Lecoutre, 1985 y 1992; Lecoutre & Cordier, 1990). Se advierte la utilizacion de estrategias de
resolucién no formales, basadas en un conocimiento cotidiano, en yuxtaposicion con estrategias
formales, coexistencia que puede entorpecer la comprensién acerca de lo incierto (Borovcnik &
Bentz, 1991; Serrano, Batanero, Ortiz & Canizares, 1998).

Carmen Diaz (2003) sefiala la existencia de trabajos de investigacion en los que se estudia
el efecto de la instruccion sobre los heuristicos y sesgos en el razonamiento probabilistico en
estudiantes de Magisterio, encontrando que la instruccion en probabilidad no alcanza para eliminar
nociones erréneas. Apoyandose en Konold (1989), la autora destaca que las nociones intuitivas
acerca de la incertidumbre que las personas se forman a partir de su experiencia en la vida cotidiana
no son suficientemente confrontadas en ambitos educativos. También advierte, dada la poblacion
estudiada, el perjuicio que puede ocasionar la transmision de estos errores en procesos posteriores
de ensefianza.

Barragués, Guisasola & Morais (2005) sostienen que hay escasos estudios acerca de como
se entiende el azar y la probabilidad en estudiantes universitarios y sefialan la conveniencia de
estudiar coémo inciden las creencias y aprendizajes previos de los estudiantes sobre temas vinculados
a estas nociones, asi como los criterios que emplean para decidir sobre la verosimilitud de sucesos.
En alumnos universitarios se ha encontrado un Sesgo Determinista que vincula causas y efectos
a los fenomenos, que no les permite dar cuenta del caracter aleatorio de los mismos (Guisasola
& Barragués, 2002). Si el individuo descubre una razdn ldgica la pone en practica rapidamente,
desestimando incluso otras razones Idgicas encontradas con anterioridad (Borovcnik & Peard, 1996).
Cardenoso (2001) sostiene que el tipo de ensefianza puede afirmar dichas estrategias y no eliminar
los sesgos que provoca. El lenguaje utilizado y el contexto en el cual se enmarcan los ejemplos y
los reactivos, pueden constituirse en obstaculos para la construccion del conocimiento (Serrado,
Cardefioso & Azcarate, 2005).

La realidad requiere de modelos probabilisticos para su interpretacion, tanto como de la
aritmética elemental. La probabilidad a través de sus aplicaciones ilustra como la matematica puede
modelizar y resolver problemas reales.

La ensefianza de nociones probabilisticas puede llevarse a cabo mediante métodos
heuristicos, a través del planteo de problemas concretos y la realizacion de experimentos reales o
simulados.

Fischbein (1975) sefiala la carencia en el curriculum escolar de situaciones en las que sea
necesario constituir un pensamiento estadistico y probabilistico que amplien el marco de las expe-
riencias deterministas. En tal sentido este autor sefiala la conveniencia de desarrollar la intuicion
probabilistica como una manera de caracterizar grados de incertidumbre que permitan comparar
predicciones y extrapolaciones particulares con lo que realmente sucede. Aunque Piaget & Inhelder
(1951) plantean una postergacion para la instruccién en nociones probabilisticas hasta que se halla
constituido en los nifios un pensamiento logico o al menos nociones como la de proporcionalidad,
Fischbein (1975) propone explorar intuiciones y precursores del conocimiento probabilistico bus-
cando la existencia de conceptos de probabilidad parcialmente formados.

Nuestro conocimiento acerca de atributos y caracteristicas, reunidos en un conjunto de
individuos 0 mas generalmente de elementos que forman un colectivo a estudiar (poblacion), esta
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basado en un nimero mas o menos reducido de dichos elementos, parcialidad que se conoce como
muestra. La Estadistica a través de sus leyes indica el grado de confianza que se puede atribuir a las
estimaciones basadas en una muestra, segun el tamafio de la misma. Es sabido que la mejor esti-
macion acerca de un conjunto de datos es alcanzada al considerar la media y ésta, a su vez, es mas
exacta cuando mas datos hay. La denominada Ley de los grandes niimeros asegura que la frecuencia
de ocurrencia de un determinado evento aleatorio en una serie de n ensayos (muestra) se estabiliza
alrededor de un ntimero llamado probabilidad, a medida que el tamafio de la muestra es mayor. Por
otra parte, si se comparan las medias tomadas de muestras de un mismo tamarfio n, se observa que
existe variabilidad entre ellas. Si ahora repetimos la comparacion entre medias obtenidas de mues-
tras de un mismo tamafio m, siendo m menor que n encontraremos mayor variabilidad entre las me-
dias de esta ultima serie, es decir, existe mas inestabilidad entre las medias calculadas a partir de un
numero menor de datos. En sintesis, las medias muestrales presentan variabilidad, la cual aumenta
al disminuir el tamafio muestral. Por esta razén, es mas probable observar en muestras de menor
tamailo, resultados mas alejados de los esperados segun la 16gica probabilistica.

Muchas caracteristicas a estudiar (variables) son dicotémicas o dicotomizables, es decir
que puede ocurrir un determinado suceso, denominado éxito, o no; en este ultimo caso se dice que
ocurre el fracaso. Estas situaciones simples pueden ser modelizadas a través de una variable aleatoria
que sigue el modelo Bernoulli. Un ejemplo de esta situacion podria ser registrar el sexo en un
nacimiento. Suele ser de interés estudiar una variable que contabilice la cantidad de veces que ocurre
el suceso de interés, el éxito, en una secuencia de situaciones de tipo Bernoulli, realizadas todas en
las mismas condiciones. Esta variable contadora se dice que sigue una distribucién Binomial y sus
valores no suelen ser equiprobables, aun cuando la situacién de Bernoulli que le da origen, si pueda
serlo. Un ejemplo de la variable binomial puede obtenerse al contabilizar la cantidad de varones que
nacen en n nacimientos. Es decir, se define una variable Binomial tomando como base una variable
Bernoulli, siendo un error muy comun la confusion entre ambas, lo que lleva a su vez, a confundir
la asignacién de probabilidades a los valores de cada una de ellas.

Las personas suelen tener dificultades para tener en cuenta estos conceptos de la teoria
estadistica, entre otros, en particular las nociones sobre el tamafio muestral, por lo que muchas
veces no pueden extraer inferencias correctas que los beneficiarian en su desempefio cotidiano. La
ocurrencia de errores en el pensamiento y las conductas frente a la toma de decisiones en situaciones
de incertidumbre que desestiman la légica probabilistica han sido estudiadas por diversos autores,
entre otros, Hope & Kelly (1983), Kahneman, Slovic & Tversky (1982). Estos ultimos han sefialado
la utilizacién que las personas hacen de heuristicos, entendidos como procedimientos tendientes a
reducir lacomplejidad de la informacion disponible en situaciones reales para la cual lamente humana
encuentra limitaciones. Especialmente destacado es el heuristico de representatividad que consiste
en adjudicar mayor o menor probabilidad a un suceso segin sea representativo o no de la poblacion
de origen, desestimando otras caracteristicas de la muestra tales como el tamafio e indirectamente
la variabilidad del muestreo. Es decir, existe una tendencia a sobreestimar la probabilidad de un
resultado basado en una muestra pequefia (Tversky & Kahneman, 1971). De esta forma se otorga a
un numero limitado de ensayos la capacidad de reproducir todas las caracteristicas de la poblacion,
lo cual puede llevar a la realizacion de juicios probabilisticos erréneos, aun en personas formadas en
teoria de probabilidades.

Diaz Godino, Batanero & Caiiizares (1991) se han preguntado desde el ambito educativo
como controlar y minimizar los sesgos en el aprendizaje de conceptos probabilisticos y tomaron
las recomendaciones que sugiere Shaughnessy (1982), que podrian sintetizarse en: presentar a
los alumnos situaciones problematicas que involucren la Probabilidad y la Estadistica a través de
la recoleccion y simulacion de datos, cuestionando creencias personales a partir de la evidencia
experimental y permitiendo la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre con una base
racional. Asi como también, sefialar la existencia de sesgos en el pensamiento, la utilizacion errénea
de conceptos estadisticos, paradojas aparentes, realizando investigaciones clinicas sobre los alumnos
para estudiar modos de pensar acerca de situaciones aleatorias.
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El objetivo de este trabajo fue evaluar la habilidad para analizar secuencias aleatorias
en las que se debi6 tener en cuenta la estabilidad de las frecuencias relativas. Se estudia una de
las diferentes manifestaciones del heuristico de representatividad que lleva a insensibilizar las
estimaciones respecto del tamafio de la muestra de donde se extrae la evidencia, haciéndose un uso
inadecuado de la ley de los grandes numeros al aplicarla a un numero reducido de ensayos, error
conocido como ley de los pequefios nimeros. También se estudia la estimacion de probabilidades
para la que hay que tener en cuenta una variable contadora y su distribucion probabilistica, generada
a partir de una secuencia aleatoria dicotomica. La falta de una consideracion detenida acerca de las
situaciones aleatorias presentadas, de sencilla enunciacion, pueden conducir a la sobreestimacion de
la potencia de los métodos estadisticos empleados, subestimacion de la amplitud de los intervalos de
confianza, asi como a expectativas injustificadas en la replicabilidad de los experimentos basados en
muestras pequefias (Serrano et al., 1998).

Método

Disefio de Actividades

Se disefiaron dos reactivos que permitieron indagar estimaciones de probabilidad
en situaciones en las que interviene el azar. En el primero, denominado Reactivo del Sesgo de
Proporciones (SP) (adaptado de Kahneman & Tversky, 1972), dicha indagacion se efectud al
comparar proporciones de dos muestras de diferente tamafio y en las que se debi6 tener en cuenta
la ley de los grandes numeros. En el segundo, denominado Reactivo de Estimacion de Probabilidad
(EP), esta estimacidn se basé en las probabilidades (todas iguales entre si) que aportan las distintas
secuencias de nacimientos a los valores de la variable que registra la cantidad de nacimientos de
un mismo sexo generada a partir de una secuencia aleatoria. Se utilizaron planteos de situaciones
secuenciales azarosas, buscando construir categorizaciones de respuestas.

A continuacion se muestran los reactivos disefiados.
Reactivo del Sesgo de Proporciones (SP)

Se registran los nacimientos diarios en dos centros de salud, Ay B. El centro A tiene menor
infraestructura que el B. Teniendo en cuenta que aproximadamente el 50% de los bebés que
nacen son varones, ;qué es mas probable que ocurra entre estas dos opciones a acontecer en
un mismo dia?

a) que nazcan 8 o mas varones de 10 bebés nacidos en el centro A.

b) que nazcan 80 o més varones de 100 bebés nacidos en el centro B.

Reactivo de Estimacion de Probabilidad (EP)

Se sabe que aproximadamente el 50% de los bebés recién nacidos son varones. En un Hospital
se han registrado 1000 nacimientos de los cuales 550 fueron varones. En 1000 nacimientos
futuros, ¢qué pensas que es méas probable que ocurra?

a) que nazcan por lo menos 550 varones.

b) que nazcan menos de 550 varones.

Participantes

Se administraron los dos reactivos a 218 jovenes ingresantes a la Universidad de
Buenos Aires, sin conocimientos previos acerca de las teorias de la probabilidad, provenientes de
colegios publicos y privados de nivel socioeconomico medio. La muestra fue seleccionada por
accesibilidad.
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Resultados

En base a las nociones tedricas mencionadas en el disefio de actividades se categorizaron las
respuestas brindadas por los alumnos para ambos reactivos.

A continuacion se define la categorizacion para el Reactivo SP y se presenta la distribucion
correspondiente en porcentaje para la muestra (n=218) en la Tabla 1.

1) Correcto: respuestas que distinguieron que los apartamientos de la cantidad de varones en n
nacimientos respecto del valor esperado es mas facil de encontrar en series de menor tamafio, razon
por la cual se inclinaron por la opcion a).

2) lgual probabilidad: respuestas que, desestimando el tamafio de la muestra, otorgaron,

erroneamente, igual probabilidad a ambas opciones, justificindose en la igualdad de proporciones
(8/10 es igual a 80/100).

3) Mas probable opcion b) (muestra de mayor tamafio): respuestas que optan por la opcién b)
confiriéndole mayor confianza dado que presenta mayor tamaiio muestral, haciendo referencia a que
de esta forma disminuye el error de estimacion, cuestion, esta ultima, que no es incorrecta pero que
no responde a la pregunta presentada.

4) Mas probable opcién a) (muestra de menor tamafio): respuestas que optaron por el suceso
de la opcidn a) que, a pesar de ser la opcién correcta, fue fundamentada incorrectamente. Se hace
referencia a que al tratarse de una muestra de menor tamafio, era mas fcil de ser contrastada mediante
réplicas de la experiencia, cuestioén que se desvia del tema consultado.

5) No interpreta: respuestas que no interpretaron el reactivo presentado dando argumentos
totalmente alejados de las cuestiones consultadas.

6)_No contesta: Ausencia de respuestas.

Reactivo SP
. Porcentaje
Categoria =218
1.- Correcto 28
2.- Igual probabilidad 42
3.- Mas probable opcion b) (muestra de mayor 2
tamafio):
4.- Mas probable opcion a) (muestra de menor 3
tamafio)
5.- No interpreta 3
6.- No contesta 4
Total 100

Tabla 1l

Para la misma muestra (n=218) se define la siguiente categorizacion para el Reactivo EP y
su distribucion en porcentaje en la Tabla 2.

1) Correcto: respuestas que optaron por la opcién b) dado que incluye mayor cantidad de
configuraciones y, por lo tanto, aportan mayor probabilidad a la cantidad de nacimientos de varones
mencionada en dicha opcion.
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2) Intuicién correcta con justificacién menos adecuada: Al igual que en la categoria anterior
los participantes optaron por la opcién b), dando argumentos que apelan a la compensacion de
resultados (ya que en el enunciado del reactivo se mencionan mas varones que mujeres) al estilo de
la falacia del jugador. Este efecto se detectd en trabajos previos (Attorresi, Garcia Diaz & Pralong,
2006, 2007).

3) Igual Probabilidad: respuestas que otorgan igual probabilidad a las dos opciones planteadas, a)
y b), apelando a la igualdad de posibilidades en cuanto al sexo en un determinado nacimiento. Estas
respuestas son erréneas ya que confunden la probabilidad de ocurrencia de un sexo determinado
en un nacimiento, situacion dicotémica y equiprobable, con la probabilidad de ocurrencia de cierta
cantidad de bebés de un sexo determinado en una secuencia aleatoria de n nacimientos, variable esta
ultima, cuyos valores no son equiprobables, siendo la opcion b) la que retine los valores de dicha
variable que tienen mayor probabilidad.

4) No optan por ninguna opcion: respuestas que no optan por ninguna opcién, dando argumentos
de hechos aislados como la similar chance para ambos sexos en un nacimiento, o bien la existencia
de condiciones ambientales que determinan el nacimiento o apelan a una imprevisibilidad absoluta
del azar.

5) Mas probable opcidn a): Reune a las respuestas que optaron erroneamente por elegir la opcion
a), probablemente por conferirle a la realizacion particular del experimento dado en el enunciado
“nacieron 550 varones” (y por lo tanto 450 mujeres) el valor de una evidencia empirica determinante
para la asignacion de probabilidad en ese sentido, es decir, otorgar mayor probabilidad a las series
con mayor cantidad de varones.

6) No interpreta: respuestas que no interpretaron el reactivo presentado dando argumentos
totalmente alejados de las cuestiones consultadas.

7) No contesta: Ausencia de respuestas.

Reactivo EP
q Porcentaje
Categoria 1= 1BJ
1.- Correcto 14
2.- Intuicion correcta con justificacion menos adecuada 6
3.- Igual probabilidad 28
4.- No optan por ninguna opcion 26
5.- Més probable opcion a) 15
6.- No interpreta 4
7.- No contesta 7
Total 100
Tabla 2

Asociacion entre los reactivos

Se reunieron las categorias para cada reactivo en dos grupos. Uno contenia las
argumentaciones esencialmente correctas que para el reactivo SP corresponde a la categoria 1,
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mientras que para el EP corresponde a las categorias 1 y 2. El otro contenia argumentos incorrectos
en distinto grado, correspondiendo a las categorias 2 a 5 del reactivo SP y a las categorias 3 a 6 del
EP.

Se efectud un analisis conjunto de las respuestas dicotomizadas en correctas e incorrectas,
descartandose los protocolos en los que no hubo respuesta para alguna de dichas situaciones de
modo que el tamafio de muestra se restringio a 199 casos. Como se muestra en la tabla 3, con un
nivel de significacion del 5%, se encontrd asociacion entre los reactivos.

Reactivo SP Reactivo EF Total
Correcta Incorrecta
Correcta
Frec. Observadas 18 37 55
Frec. Esperadas 12.16 42.84
Celda chi-cuadrado 2.80 0.80
Incorrecta
Frec. Observadas % 118 144
Frec. Esperadas 3184 112.16
Celda chi-cuadrado 1.07 0.30
Total 44 155 199
Nota. Chi=4.97 ; p=10.026

Tabla 3

El principal aporte a la asociacion fue brindado por las respuestas correctas en ambos reactivos.
La proporcion de justificaciones correctas en el reactivo SP e incorrectas en el EP fue ligeramente
superior que a la inversa, lo cual puede dar cuenta de que la situacion enunciada en el reactivo EP es
algo mas compleja que en el SP. En este mismo sentido, se advierte que el porcentaje de respuestas
que no interpretaron y/o no contestaron las situaciones planteadas fue mayor en el segundo que en
el primer reactivo (11% vs. 7%) (ver Tablas 1y 2).

Discusion

Para el reactivo SP se encontrd que algo menos de un tercio de los participantes dieron argumentos
correctosante lasituacion presentada. El resto de las categorias reunieron argumentaciones incorrectas
aunqgue en distinto grado. El error mas frecuente, que superdé en porcentaje al de las respuestas
correctas, fue la asignacion de igual probabilidad a las dos opciones del reactivo presentado. De este
modo se presté atencidn a la igualdad de proporciones de las muestras y se desatendio la cuestion
del tamafio de las mismas, idea central vinculada a la estabilidad de las frecuencias relativas y que
por lo tanto condujo a respuestas erroneas. Otra categoria que resultd significativa en porcentaje
fue la que reunid a las preferencias por la opcion b) con justificaciones basadas en una idea correcta
de que a mayor tamafio de muestra menor error de estimacion. Esta justificacion no condujo a la
cuestion central de que el alejamiento de los valores de la variable aleatoria cantidad de varones en n
nacimientos respecto de su valor esperado es mas probable en muestras de menor tamafio y que por
lo tanto Ilev6 erroneamente a elegir la opcién b).

Para el reactivo EP las respuestas correctas, desde las mas adecuadas en cuanto a su justificacion
a las menos, con argumentos mas intuitivos, representan la quinta parte del total. El resto de las
categorias resultaron incorrectas. En este segundo grupo la mayoria nuevamente otorg6 igual
probabilidad a las dos opciones del reactivo presentado. No se distinguié que el efecto de la
repeticion de los nacimientos daba origen a una variable contadora a la que se hace mencion en el
enunciado del reactivo, que registraba la cantidad de nacimientos de bebés de un determinado sexo
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(en este trabajo varones) cuyos valores no son equiprobables. Este hecho no deberia confundirse
con que cada serie de n nacimientos, tenga la misma probabilidad ya que se compone de n ensayos
aleatorios tipo Bernoulli con probabilidad de éxito 0.5 y que a distintos nimeros de nacimientos
de un determinado sexo les corresponden distintas cantidades de estas series o configuraciones,
aportando de este modo distinta probabilidad. EI no tener en cuenta estas consideraciones puede
Ilevar a resultados erréneos como el de no distinguir que los valores de la variable incluidos en la
opcion b) tienen mayor probabilidad que los incluidos en la a) y por lo tanto dichas opciones no son
equiprobables. Parte de las respuestas reunidas en la categoria 4 apelaron también a argumentos de
equiprobabilidad y a otras consideraciones que hicieron que los participantes no optaran por ninguna
de las opciones. Este sesgo de equiprobabilidad que aparece en las categorias 3 y 4 supera la mitad
de las justificaciones para la situacion planteada. Cabe mencionar que las nociones que fundamentan
la respuesta correcta exigen la consideracion de dos variables distintas. Una de ellas es una variable
que responde al modelo de Bernoulli, la que registra el sexo en un nacimiento, cuyos dos valores
(éxito o fracaso) son equiprobables en este caso, mientras que la otra es una variable que corresponde
al modelo binomial que contabiliza la cantidad de éxitos ocurridos en n realizaciones independientes
de la variable Bernoulli, cuyos valores de 0 a n no son equiprobables. Las dificultades presentadas
por los participantes en este estudio para efectuar esta distincion aparecen con bastante regularidad
en los cursos basicos de Probabilidad y Estadistica dictados por los autores de este trabajo en su
tarea como docentes cuando se abordan estos temas. Lo sugestivo de este hecho es que en este
ultimo caso, se trata de estudiantes que se hallan cursando su primer afio de Universidad y que estan
recibiendo una instruccion paralela sobre estos temas. Es posible entonces observar que, si bien las
situaciones presentadas en este trabajo son de sencilla formulacion en el lenguaje natural, es decir,
las personas consultadas entienden el enunciado del problema presentado, no ocurre o mismo con
los conceptos e ideas que son necesarios para su adecuada resolucién. Esta Gltima, demanda recursos
cognitivos que exceden el marco de la intuicién y que requieren de una consideracion tedrica y
reflexiva particular sobre el tema que no necesariamente es alcanzada con una instruccion basica en

probabilidades.

La asociacion encontrada entre las respuestas de ambos reactivos, dicotomizadas
entre correctas e incorrectas, es debida principalmente a los participantes que tuvieron mejor
desempefio.

Los resultados encontrados permiten rescatar las recomendaciones de Shaughnessy (1982)
quien, ademas de lo mencionado al final de la introduccion de este trabajo, propone estudiar en los
razonamientos de los estudiantes la existencia de sesgos en el pensamiento, la utilizacion errénea de
conceptos estadisticos y paradojas aparentes. Con este fin sugiere realizar investigaciones mediante
entrevistas clinicas para estudiar los modos de pensar las situaciones aleatorias mencionadas.
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